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Abelian differentials of four elliptic function fields may be constructed from 
Dedekind’s function 7. Each of the fields mentioned belongs to a congruence 
subgroup of index 12 of the modular group. A method involving Weierstrass’ 
p-functions then yields the respective absolute invariants. Two of the fields are 
thus seen not to admit of complex multiplication. 
Zu jeder Untergruppe r von endlichem Index in der rationalen Modul- 
gruppe lr = SL(2, Z) gehort als Riemannsche F&he R die tibliche 
Kompaktifizierung des Quotientenraumes H/r mit H = {T 1 Im T > 0} 
als obere T-Halbebene. Das Geschlecht von R nennt man such das 
Geschlecht von r, und die automorphen Funktionen von r entsprechen 
gerade den meromorphen Funktionen von R. 
Handelt es sich dabei urn einen elliptischen Funktionenkbrper, so gehijrt 
dazu ein Periodengitter L?, welches von zwei komplexen Zahlen w1 und w2 
mit 7 = w;~w~, Im T > 0 erzeugt werden kann. Ein solcher Funktionen- 
k6rper ist bis auf Isomorphie durch seine absolute Invariante j(7) 
festgelegt. Diese sol1 hier fur vier Kongruenzuntergruppen A vom 
Geschlecht 1 und Index 12 in lr mit Hilfe der Riemann-Dedekindschen 
Funktion r] bestimmt werden. 
17 ist eine Modulform {1r, -l/2, u} und hat deshalb das durch 
+T) = (CT + d)l/’ U(L) q(T) (7 E HI 
beschriebene Transformationsverhalten unter den Substitutionen 
7 --f LT = (CT + Cd)-’ (UT + b) 
mit L = (a b / c d) E lr. 
* Author’s address for 1969-70: Department of Mathematics, University of Illinois, 
Urbana, Illinois 61801. 
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Hier hangen die Multiplikatoren v(L) nicht von T, aber von der 
Normierung der Wurzel in (CT + d)1/2 ab (vgl. etwa Petersson [3]). 
Filr jede nattirliche Zahl m bezeichne nun J’,, die Untergruppe der 
Matrizen L = (a b I c d) mit c = 0 mod m in lr. Nimmt man 
d4 = 172(d r2W), 
so ist y E {JO, -2, x> mit einem (geraden) abelschen Charakter x 
auf J’,, . Fiir m = 2,3,5 und II hat man mit tic = exp(ni/k): 
x(L) = ,y-c)d Cm = 2), 
x(q = g(tb-c)d (m = 3), 
x(L) = (- l)ab+bc+cd (m = 5) 
und x = 1 fur m = 11. In jedem dieser Falle sei 
A = {L ! L E Jo ) x(L) = I} 
der Kern von x und r = J,, . In That A einen der Indizes 4, 3,2 und 1 
entsprechend den Fallen-in dieser Reihenfolge-m = 2, 3, 5 und 11. 
Nun ist r] eine Spitzenform, deren Fourier-Entwicklung die Gestalt 
r1(d = ET’2(1 + (t>> 
mit t = exp(2niT) besitzt, wo zur Abkiirzung E = exp(ni/6) gesetzt wurde 
und dann cri2 als exp(riT/l2) zu verstehen ist. Dann ist such F Spitzenform 
und 
y(7) = &n+l)r(l + (t)). 
Da insbesondere 9 E {LI, -2, 1) ist, entspricht q~ einem abelschen Diffe- 
rential erster Gattung auf der zu /l gehijrenden kompakten Riemannschen 
Flache, die in allen vier Fallen das Geschlecht 1 besitzt. Prinzipiell enthalt 
daher y insbesondere die Information iiber die absolute Invariante des 
zugehiirigen elliptischen Funktionenkorpers. 
Durch Integration entsteht zunachst ein Integral erster Gattung, 
.i 
7 
u(7) = cm+1 y(z) dz = ,m+y1 + (t)). 
02 
Sein Verhalten bei den Substitutionen T + LT mit L E I’ wird durch 
U(LT) = x(L) U(T) + w(L) 
beschrieben. Die Perioden w(L) geniigen 
W(Uk) = 0 (U~=(lk~Ol),kEZ) 
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und 
4W2) = 4-h) + x(-b) 4L2) Vl 2 L2 E 0. 
Sie bilden das Periodengitter Q = {w(L) / L E A}, welches nun such 
durch Q = (w(L) 1 L E r> beschrieben werden kann. 1st namlich L E I’, 
so ist x(L) = eLtrn+l) mit einer ganzen Zahl k, und nimmt man L, = LU-“, 
so findet man L1 E II und w(L,) = w(L). 
Daraus ergibt sich, da13 Sz die Potenzen von crn+l als Multiplikatoren 
gestattet; denn ist w(L) E Q, so hat man 
P+b(L) = x(U) w(L) = w(U) + x(U) w(L) = w(UL) E .Q, 
weil UL mit L in r liegt. 
Setzt man das Integral 1.4 als Argument in die Weierstrab-Funktion 
zum Gitter L? ein, so entsteht eine Funktion r~ 0 u von 7. Fiir L E T wird 
dann 
b3 ” UP) = 64x(L) 4’) + 49) = P(X(L) UC’>> = x-YL) BW, 
also ist Q 0 u E {r, 0, x-“) eine multiplikative automorphe Funktion zur 
Gruppe r. Ebenso wird M’ o u E (r, 0, x-“}. Allerdings haben beide 
Funktionen bei T = cc Pole von fur unsere Zwecke zu hoher Ordnung. 
Daher setzen wir 
1 @U(T) + p’u(0) 
‘cd = - 2 @4(T) - ($I@) 
und werden zeigen, dab FE {r, 0, x--l> und iiberdies das Produkt 9) . F 
polfrei ist. Jedenfalls ist F sinnvoll erklart, weil weder p 0 u noch M’ o u 
bei r = 0 einen Pol hat. Das liegt daran, dab 0 und to indquivalente 
Spitzen der Gruppe r sind. 
Zu jeder Matrix L E r gibt es nun eine Matrix A4 E A, fur die MO = LO 
ist. Mit T = (0 - 1 1 1 0) ist namlich T-YJ”T eine Matrix aus r, welche 
den Fixpunkt 0 besitzt, und wegen x(T-‘VT) = l “+l gibt es eine ganze 
Zahl k mit M = L(T-lUmT)k E (1. Offenbar ist MO = LO. Daraus folgt 
nun 
pu(L0) = glu(M0) = x-2(M) @4(O) = @U(O) v E r) 
und ebenso p’u(L0) = @u(O). Daher ist fur jedes L E r 
1 P’U(‘? + K”UtLo) = x-1tL) FcT> -- 
2 P@T) - Pu@) 2 ,$X.&T) - &%4(Lo) 
9 
also FE (I’, 0, x-l}. Die Pole von F liegen in den Spitzen von r und sind 
von der Ordnung (m + 1)/12. Dies ist aber such die Nullstellenordnung 
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von q in den Spitzen, sodaI y . F in der Tat eine ganze Modulform 
(r, -2, lj-, also ein abelsches Differential ist. Wir konstruieren nun mit 
Hecke [2] ein weiteres solches, mit dessen Hilfe sich q * F auf eine Spitzen- 
form, also ein Differential erster Gattung reduzieren lassen wird. 
Dazu gehen wir von der durch 
erklarten multiplikativen Funktion @ zur Gruppe r aus und nehmen 
* = & . $ log CD. 
Dann ist # E {I’, -2, l} und polfrei. Aus der Produktentwicklung 
q(7) = E7/2 n (1 - t”), t = exp(2riT) 
fl>l 
erhalt man 
#(T) = (m - 1)/24 + c (o(n) - m+/m)) tn 
9Z21 
mit der Teilersumme 
44 = 2 4 ~(n/m) = 0 falls m r n. 
d>O,di7L 
Fiir irgend zwei komplexe Zahlen A und B fiihren die Laurent- 
Entwicklungen von p und p’ nun zu 
1 g’u + B -- 
2 pu-A 
=~-~+A~-~Bu~+(A~--~~)uI+... 
mit g, aus pr2 = 4p3 - g,g - g, . 
Die Fourier-Entwicklung von v * F beginnt daher mit dem konstanten 
Term 1, und die Differenz 
9 . F - 24z,h/(m - 1) 
mu0 in der Spitze co verschwinden. Wegen des Residuensatzes-fiir 
Primzahlen m hat I’ genau zwei Klassen Bquivalenter Spitzen-ist diese 
Differenz eine Spitzenform und dann Null fur m = 2, 3 oder 5, weil r in 
diesen Fallen das Geschlecht 0 hat, und bis auf einen Faktor gleich y fiir 
m = 11. Man hat also 
v * F - 24#/(m - 1) = bp, 
EINE ANWENDUNG VON ~(7) 277 
mit b = 0 (m = 2, 3, 5) und findet b = - 17/5 fur m = 11. Hieraus 
lassen sich nun beide WeierstraD-Invarianten g, und g, und in der Folge 
die Diskriminante 
s = g,3 - 27g, 
und die absolute Invariante 
j = 123g,%1 
ermitteln. Wir deuten die Rehnung fur m = 2 an und stellen die Resultate 
fur alle vier Falle in einer Tabelle zusammen. 
Es sei m = 2. Aus 
erhalt man 
q(7) = l (l - t + a**) 
und weiter 
p(T) = P(1 - 2t + .*.) 
also 
U(T) = Eyl - 2t/5 + *se), 
U-‘(T) = EC3’(l + 2t/5 + -‘). 
Nimmt man nun h = l 3r als Entwicklungsgroge, so erhalt man mit 
‘4 = w(O), B = &u(O) 
die Entwicklung 
F(T) = h-l + Ah - +Bh2 + (8 + A2 - &g,) h3 + *” 
und damit 
y(T)&,(T)= 1 +~@Z~-+Bh~-(&li~+&g~)h4+ *... 
Dies ist andererseits gleich 
24#(~) = 1 + 24h4 + .*a . 
Daher ist A = B = 0 und g, = -256. Dann folgt 
und 
g, = 4A3 - g,A - B2 = 0 
sowie 
s = g23 - 2Tg32 = -224 
j = 1 2”g23S-1 = 123. 
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Als Periodenverhdltnis kann man T = i nehmen. Nach derselben Methode 
errechnen sich die Zahlen der folgenden Tabelle: 
2 3 5 11 
-. 
0 0 2.1 l/3 
0 -33 0 
-2s 0 2”109/3 
0 -36 2311*157/33 
-22” -315 - 2856 
123 0 -2433109/56 
i exp(2ni/3) * 
Fiir y11 = 2, 3 erhtilt man das Resultat such daraus, da13 das Gitter Q 
P40) 
p’u(0) 
g2 
g3 
6 
j 
T 
4713 
-112 
223 l/3 
2501/33 
-115 
-212313/115 
* 
die Multiplikatoren, beziehungsweise, i und exp(2ni/3) besitzt. Da fiir 
m = 5, 11 die Invariante j rational, also algebraisch, aber nicht ganz ist, 
ist nach Schneider [4] und der Theorie der Komplexen Multiplikation 
jedes Periodenverhgltnis T transzendent. Im Fall m = 11 ist j durch 
Fricke [l] bekannt. 
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